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  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
  

2n-­‐dimensional	
  space	
  

(n+1)-­‐dimensional	
  space	
  



Exchangeable	
  sequence	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  

Coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  	
  	
  

Bnn	
   (Bnn)-­‐1	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Exchangeability	
  (defining	
  property)	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
  

2n-­‐dimensional	
  space	
  

(n+1)-­‐dimensional	
  space	
  



Exchangeable	
  sequence	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  

Coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  	
  	
  

Bnn	
   (Bnn)-­‐1	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Exchangeability	
  (defining	
  property)	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
  

2n-­‐dimensional	
  space	
  

(n+1)-­‐dimensional	
  space	
  

HOW	
  DO	
  WE	
  
FIND	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  



45	
  Jasper	
  De	
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X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  	
  
	
  saAsfying	
  the	
  following	
  properAes	
  

IDENTICALLY	
  DISTRIBUTED	
  
EPISTEMICALLY	
  INDEPENDENT	
  

EXCHANGEABLE	
  

Defining	
  an	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

A	
  sequence	
  of	
  binary	
  random	
  variables	
  

!	
  



46	
  Jasper	
  De	
  Bock	
  

X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  	
  
	
  saAsfying	
  the	
  following	
  properAes	
  

IDENTICALLY	
  DISTRIBUTED	
  
EPISTEMICALLY	
  INDEPENDENT	
  

EXCHANGEABLE	
  

?	
  

Defining	
  an	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

A	
  sequence	
  of	
  binary	
  random	
  variables	
  



	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  
	
  



For	
  every	
  Bernoulli	
  	
  
experiment	
  Xi	
  in	
  the	
  
sequence	
  X1,	
  …,	
  Xn,	
  
we	
  have	
  the	
  same	
  
given	
  marginal	
  	
  
model	
  

A	
  coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  	
  
desirable	
  gambles	
  on	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  



For	
  every	
  Bernoulli	
  	
  
experiment	
  Xi	
  in	
  the	
  
sequence	
  X1,	
  …,	
  Xn,	
  
we	
  have	
  the	
  same	
  
given	
  marginal	
  	
  
model	
  

A	
  coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  	
  
desirable	
  gambles	
  on	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  

Implied	
  by	
  the	
  
assump@on	
  of	
  
exchangeability!	
  
(due	
  to	
  symmetry)	
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X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  	
  
	
  saAsfying	
  the	
  following	
  properAes	
  

IDENTICALLY	
  DISTRIBUTED	
  
EPISTEMICALLY	
  INDEPENDENT	
  

EXCHANGEABLE	
  

Defining	
  an	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

A	
  sequence	
  of	
  binary	
  random	
  variables	
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  Jasper	
  De	
  Bock	
  

X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  	
  
	
  saAsfying	
  the	
  following	
  properAes	
  

(IDENTICALLY	
  DISTRIBUTED)	
  
EPISTEMICALLY	
  INDEPENDENT	
  

EXCHANGEABLE	
  

Defining	
  an	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

A	
  sequence	
  of	
  binary	
  random	
  variables	
  



For	
  every	
  Bernoulli	
  	
  
experiment	
  Xi	
  in	
  the	
  
sequence	
  X1,	
  …,	
  Xn,	
  
we	
  have	
  the	
  same	
  
given	
  marginal	
  	
  
model	
  

A	
  coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  	
  
desirable	
  gambles	
  on	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  



linear	
  	
  
polynomials	
  	
  

in	
  nt	
  	
  	
  	
  	
  	
  

For	
  every	
  Bernoulli	
  	
  
experiment	
  Xi	
  in	
  the	
  
sequence	
  X1,	
  …,	
  Xn,	
  
we	
  have	
  the	
  same	
  
given	
  marginal	
  	
  
model	
  

A	
  coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  	
  
desirable	
  gambles	
  on	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  

Bn1	
  

Bn1(f)	
  

f	
  



For	
  every	
  Bernoulli	
  	
  
experiment	
  Xi	
  in	
  the	
  
sequence	
  X1,	
  …,	
  Xn,	
  
we	
  have	
  the	
  same	
  
given	
  marginal	
  	
  
model	
  

A	
  coherent	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  	
  
desirable	
  gambles	
  on	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  

f(H)	
  

f(T)	
  



0	
   1	
  

p(	
  	
  	
  )	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  

p(	
  	
  	
  )	
  >	
  0	
  =	
   p	
  :	
  
p	
  is	
  linear	
  



0	
   1	
  

p(	
  	
  	
  )	
  

Iden@cal	
  marginal	
  models	
  

p(	
  	
  	
  )	
  >	
  0	
  =	
  
p	
  is	
  linear	
  

p	
  :	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
   ?	
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X1	
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  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  	
  
	
  saAsfying	
  the	
  following	
  properAes	
  

(IDENTICALLY	
  DISTRIBUTED)	
  
EPISTEMICALLY	
  INDEPENDENT	
  

EXCHANGEABLE	
  

Defining	
  an	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

A	
  sequence	
  of	
  binary	
  random	
  variables	
  

!	
  



	
  

Epistemic	
  independence	
  
	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  

Learning	
  the	
  value	
  of	
  any	
  number	
  of	
  variables	
  
does	
  not	
  change	
  our	
  beliefs	
  about	
  any	
  subset	
  of	
  

the	
  remaining,	
  unobserved	
  variables.	
  	
  

X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  X3	
  ,	
  X4	
  ,	
  X5	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn-­‐1	
  ,	
  Xn	
  

H	
  H	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  

Learning	
  the	
  value	
  of	
  any	
  number	
  of	
  variables	
  
does	
  not	
  change	
  our	
  beliefs	
  about	
  any	
  subset	
  of	
  

the	
  remaining,	
  unobserved	
  variables.	
  	
  

X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  X3	
  ,	
  X4	
  ,	
  X5	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn-­‐1	
  ,	
  Xn	
  

H	
  H	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  

Mo@va@on:	
  Epistemic	
  independence	
  is	
  a	
  
weaker	
  assessment	
  than	
  the	
  strong	
  
independence	
  that	
  is	
  usually	
  assumed	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
   ?	
  

Mo@va@on:	
  Epistemic	
  independence	
  is	
  a	
  
weaker	
  assessment	
  than	
  the	
  strong	
  
independence	
  that	
  is	
  usually	
  assumed	
  



We	
  assess	
  X1	
  ,	
  X2	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  to	
  be	
  	
  
epistemically	
  independent	
  

Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Imprecise	
  Bernoulli	
  processes	
  Epistemic	
  independence	
  (defining	
  property)	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  funcAons	
   (of	
  degree	
  ≤	
  n)	
  	
   ?	
  
(1	
  -­‐	
  	
  	
  	
  )	
  (degree	
  ≤	
  n-­‐1)	
  	
  



	
  

An	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  
	
  



Epistemic	
  independence:	
  	
  

Set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  polynomial	
  func@ons	
  

Exchangeability:	
  

	
  Bernstein	
  coherent:	
  

We	
  are	
  looking	
  for	
  the	
  smallest	
  such	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
(most	
  conservaAve	
  inferences)	
  

An	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

(degree	
  ≤	
  n-­‐1)	
  	
  

The	
  linear	
  	
  
polynomials	
  	
  

in	
  nt	
  	
  	
  	
  	
  	
  



0	
   1	
  

p(	
  	
  	
  )	
   =	
   !	
  p(	
  	
  	
  )	
  >	
  0	
  p	
  :	
  
deg(p)	
  ≤	
  n	
  

An	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  



=	
   !	
  p(	
  	
  	
  )	
  >	
  0	
  p	
  :	
  
deg(p)	
  ≤	
  n	
  

An	
  imprecise	
  Bernoulli	
  process	
  

Exchangeability	
  	
  

Coherent	
  set	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  
(exchangeable	
  and	
  epistemic	
  independent)	
  

(Bnn)-­‐1	
  

=	
  IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  



	
  

How	
  is	
  this	
  useful?	
  
	
  



	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  
	
  



Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

In	
  a	
  similar	
  way:	
  upper	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
infimum	
  acceptable	
  selling	
  price	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  

What	
  happens	
  for	
  our	
  specific	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  

What	
  happens	
  for	
  our	
  specific	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Bnn(   )  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  



For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

A	
  set	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  desirable	
  gambles	
  on	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Bnn(   )  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  



0	
   1	
  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  



0	
   1	
  

Bnn(   )  
Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  



0	
   1	
  

Bnn(   )  
Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

>	
  0 



0	
   1	
  

Bnn(   )  
Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

>	
  0 



0	
   1	
  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

>	
  0 



0	
   1	
  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

>	
  0 



0	
   1	
  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Bnn(   )  

Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

>	
  0 

Bnn(   )(  )  



Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

Bnn(   )(  )  

IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  
For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  



Lower	
  (and	
  upper)	
  prevision	
  

Bnn(   )(  )  

Bnn(   )(  )  

IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  and	
  upper	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
For	
  every	
  gamble	
  f	
  on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  	
  

suppremum	
  acceptable	
  buying	
  price	
  

infimum	
  acceptable	
  selling	
  price	
  



	
  

Link	
  with	
  sensi@vity	
  analysis	
  
	
  



Link	
  with	
  sensi@vity	
  analysis	
  

Bnn(   )(  )  

Bnn(   )(  )  

IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  and	
  upper	
  prevision	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

E(   )  precise	
  expected	
  value	
  



Bnn(   )(  )  

Bnn(   )(  )  

IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

E(   )  precise	
  expected	
  value	
  E(   )  

E(   )  

Link	
  with	
  sensi@vity	
  analysis	
  

associated	
  lower	
  prevision	
  and	
  upper	
  prevision	
  
	
  	
  	
  	
  	
  are	
  equal	
  to	
  the	
  lower	
  and	
  upper	
  expec-­‐	
  
	
  	
  	
  	
  	
  ta@on	
  obtained	
  with	
  sensi@vity	
  analysis	
  !	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



Lower	
  and	
  upper	
  prevision	
  associated	
  with	
  an	
  
IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

Link	
  with	
  sensi@vity	
  analysis	
  

Lower	
  and	
  upper	
  expectaAon	
  obtained	
  by	
  
applying	
  SENSITIVITY	
  ANALYSIS	
  to	
  a	
  classical,	
  
precise	
  bernoulli	
  process	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

!	
  MAIN	
  RESULT:	
  



	
  

Why	
  is	
  this	
  important?	
  
	
  



Lower	
  and	
  upper	
  expectaAon	
  obtained	
  by	
  
applying	
  SENSITIVITY	
  ANALYSIS	
  to	
  a	
  classical,	
  
precise	
  bernoulli	
  process	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Why	
  is	
  this	
  important?	
  

§  Strong	
  mathema@cal	
  assump@on:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
our	
  series	
  of	
  experiments	
  is	
  described	
  by	
  an	
  
underlying	
  true	
  probability	
  mass	
  func@on	
  
(sa@sfying	
  the	
  IID	
  property)	
  

§  This	
  model	
  is	
  imprecise	
  only	
  because	
  we	
  do	
  
not	
  know	
  which	
  precise	
  model	
  is	
  correct	
  



Lower	
  and	
  upper	
  prevision	
  associated	
  with	
  an	
  
IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

§  Behavioural	
  assessments:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
our	
  series	
  of	
  experiments	
  is	
  described	
  by	
  a	
  
set	
  of	
  desirable	
  gambles,	
  sa@sfying	
  
exchangeability	
  and	
  epistemic	
  independence	
  
(can	
  be	
  expressed	
  in	
  terms	
  of	
  behaviour)	
  

§  This	
  model	
  is	
  inherently	
  imprecise	
  

Why	
  is	
  this	
  important?	
  



Lower	
  and	
  upper	
  prevision	
  associated	
  with	
  an	
  
IMPRECISE	
  BERNOULLI	
  PROCESS	
  

Lower	
  and	
  upper	
  expectaAon	
  obtained	
  by	
  
applying	
  SENSITIVITY	
  ANALYSIS	
  to	
  a	
  classical,	
  
precise	
  bernoulli	
  process	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

!	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  !	
  MAIN	
  RESULT:	
  

Why	
  is	
  this	
  important?	
  

SURPRISING	
  



	
  

Conclusion	
  
	
  



SENSITIVITY	
  ANALYSIS	
  
BERNOULLI	
  PROCESSES	
  

EXCHANGEABILITY	
  

EPISTEMIC	
  INDEPENDENCE	
  
+	
  

Conclusion	
  


