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Toevalsveranderlijken

Experiment : worp met muntstuk  resultatenruimtd K, M}

n = 2 onafhankelijke experimenten (R) =P(M) =3

I = aantal keer kop

muntl munt2 PE;) I
B, K K 1/4 2
E, K M 1/4
Ey M K 1/4
Ei M M 1/4

i 0 1 2
P(I =)

DN

NP
NP

kansverdelingyan de
toevalsveranderlijké

O L B

Eentoevalsveranderlijkes een numerieke functie gedefinieerd
over de resultatenruimte.
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Notaties

Eendiscrete toevalsveranderlijk&e een veranderlijke die
hoogstens een aftelbaar aantal waarden kan aannemen. Met
aftelbaar wordt bedoeld dat de waarden geassocieerd kunnen
worden met de getallen 1, 2,.3, .
Eencontinue toevalsveranderlijke een veranderlijke die een
oneindig groot aantal waarden, corresponderend met de punten
op een lijninterval, kan aannemen.

discreet continu
veranderlike I, J, K, . .. X, Y, Z, ...
waarden 7,7, k, ... Ty Yy 2y ...

P(I=i) Pr<X<az+dr)
P(I < w) P(X < w)
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Waar schijnlijkheidsverdelingen
van een discretetoevalsveranderlijke 1

P(I =) = (i) pr(i))
0.50-
¢ |0 1 2 0.25—{ 1

-

o;(1) : differentiéle distributiefunctigan ¢1(w)
de discrete toevalsveranderlijke 1 T;:;:;:;
¢ (w) : cumulatieve distributiefunctie 0.75 |EEN

van de discrete toevalsveranderlijke ~ 0-27 DRSS

;(w) =Y pi(i)

i<w 01 2 w

0.25 T —
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Waar schijnlijkheidsver delingen

van een continue toevalsveranderlijke X
Plx <X <z+dr)=px(z)dr
ox(x) : differentiéle ox (7))

distributiefunctieof kansdichtheid
van de continue “
toevalsveranderlijke

¢y (w) : cumulatieve
distributiefunctievan de continueqbX(wf
toevalsveranderlijke

L >

bx(w) = [ px(a) da

— 00

d
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Waar schijnlijkheidsver delingen

van een cont
px(T))

Inuetoevalsveranderlijke X
~ Plx < X <zx+dr)=px(r)dr

P(Zlfl < X S ZCQ)

I
,§\H
S
>
=
@

)
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Opmerking

voor continue toevalsver anderlijken

px(z))

N\ De kans dat eecontinue

aanneemt in een oneindig klein

\ toevalsveranderlijk& een waarde
—

r1 X9 X

interval |z, x + dz] is px () dz.

De kans dafX een welbepaalde waardeaanneemt daarentegen
IS steeds 0(je zou kunnen stellen dat het interval breedte 0

heeft).

P(ZCl < X SZCQ) = P(Z’l < X Sil?g)

= P(Z’l < X <332)
= P(CEl < X <£E'2)
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DetransformatieY =a X +b

a>0 :Py(y)=PY <y) = PaX +b<y)

ee(xent) e (Y




DetransformatieY =a X +b

1
0.5+
Y,
1 1 1+ 1

0.5 0.5 0.5 0.5
/\ 0.25- /:

0O 2 56 0 12 5 01 3 0 1 3 9

Y =X 42 Y =50—-X Y=1+X/2 Y =9-2X
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DetransformatieY =a X +b

1 — b
@Y(y) dy = — px (%) dy

al

Concreet betekent de overgang varop Y datyx(z) en®x(x)
worden (i) verschoven, (ii) eventueel gespiegeld ¢ats 0) en
(iii) in de breedte uitgerokken (ala| > 1) of samengedrukt (als
la| < 1).

Ll van links naar rechts
1.25¢ X

1 V=X +2

0./75 }/’2:4_){

.57

\ Yo=3 X+ 5
Y, =2X+38
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Karakteristieken

De verwachtingswaardg| f(X)| van een functief(X) van een

discrete toevalsveranderlijkewordt gedefinieerd als
E[f(X)] =) fla) ox(x:)

continue toevalsveranderlijké wordt gedefinieerd als

—+o0

ELf(X)] = f(z) ox(x) dz

Ela f(X) +bg(X)] = aE[f(X)] + bE[g(X))]
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Karakteristieken

discreet continu
> fl)er E[f(X)]= +/°Of (x)px () dz
> e E[1] = 70@((;5) de = 1
T Em:;w}(() uXE[X]yooxwx(x)dﬂf
pis = E[I"] Z@ ox(i)  pwx = E[X"]= +/Ooxk px(z)de

[b); - moment van de’de orde
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Karakteristieken

discreet continu
+o00
> fl)er )]:/f(x Px
pr = E[(I — pur)"] pr x = E[(X — px)"]
+00
= 37— ) — [ @ ux) px(a)do

. - centraal moment van dede orde
pyp =E[l — p] = E[I] — pr E[1] = pr — Lpur = 0
o7 = por =E[(I — )] 0% = pyx = E[(X — px)’]
o7 = E[(I — pr)?] = E[I* = 2 o1 T + pu7]
= E[I"] = 2 B[] + p7 E[1] = po1 — pig
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,u,(72€n(7

discreet continu
+o0
VD=3 Fenti) EFCO)= [ fla)ox(e)da
i +OO_OO

pr =Y ipx(i) fix = /ﬂisﬁx(x)dx

i __iooo
0f = Zi2 ox(i) —pp 0% = / v* ox(r) de — py
O] — O'% Ox — O%(
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DetransformatieY =a X +b

EY|=ElaX +b =aEX]|+b

flax+b = G jix + b

oy = E[(Y—py)?] = E[(a X+b—(a pux+b))?] = a® E[(X—px)?]

2 2 2
OaX+b_a OX

Taxib = |G| ox
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Karakteristieken

De gemiddelde afwijkingran een veranderlijk& is
E[|X — ux]].

De modusof dominerende waarde&n een discrete veranderlijke
X Is de waarde waarbij de waarschijnlijiknheid het grootst is. Voor
een continue veranderlijke is de modus de waarde waarvoor de
waarschijnlijkheidsdichtheid het grootst is.

De mediaarvan een veranderlijk& is de waardev waarvoor
by (w) =1/2.
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De momentenfunctie

E[e'*] = /etxgpx(x)da:

400 +00 | +00
:/1¢X(x)dx+t/xgpx(x)dx+§t2/x2gpx(x)dx+...
=1+ 1t+%t2+

+00 o
NS g

— ]

1=0

momentenfunctid/x (t) = Elexp(tX)]
Stelllng :MaX+b(t) — bt Mx(CL t)
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Onafhankelijke veranderlijken

A en B zijn onafhankelijke verschijnselen
< P(A-B)=PA)P(B)
StelA = (X <zxz)enB = (Y <y)
X enY zijn onafhankelijke toevalsveranderlijken
— P(X<2)- (Y<y)=PX<2)PY <y) Vr,yeR
< (I)X,Y(xa y) :(I)X(x) (I)Y(y) \V/CE, yER
afleiding naar en naaw :

d d d d
— @d_yq)X’Y(x’ y) = 5~ Px(2) d—yq)y(y) = ¢x(@) oy ()

— oxy(z, y)drdy = px(x)py(y)dzrdy

Plle<X<z+dr) (y<Y <y+dy)) =pxy(z, y) dedy
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Onafhankelijke ver schijnselen

StellingZijn X4, X,, ..., X, twee aan twee onafhankelijk dan

geldt voorY = ag + Z a; X,; dat

1=1

My(t) = e®" | | Mx,(a; )
1=1
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Onafhankelijke ver schijnselen

Als Z =aX +0bY,danis

ty =ElaX +bY]|=aE[X]+bE[Y]=aux +buy

oy = E[(Z — pz)’
= E[(aX +bY — (aux +buy))?]
= E[(a(X — px) +b(Y — py))?
= & E[(X — px)?] +2abE[(X — px) (Y — py)]
+0° E[(Y — py )]

= a0y +2aboxy +b° oy

decovariantie vanX enY : oxy = E[(X — ux) (Y — uy)]
Opmerking :oxx = E[(X — pix) (X — ix)] = 0%
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Onafhankelijkheld —covariantie

Stelling : Als X enY onafhankelijk zijn, dan igxy = 0.
Bewijs :

OXy

E[(X - ,UX) (Y - #Y)]

/ﬁ:mj/:Tcx_‘NX)(y—‘MY)wxy{x,y)dxdy

@)

@)

/+OO /+Oo(x — pix) (Y — py) x (z) oy (y) dz dy

(/:O(ﬂf — px) px () dﬂf) (/j(y — py) oy (y) dy)

/ /
Mx1 My

0
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L ineaire combinaties

n

2| Z = Zai X;waarbljux, = p; €nox, = o; €Nox,x, = 0y;.
i=1

n

Hz = Zai %%
i=1
n n—1 n

2 2 2

Oy = ZCLZ- 0, + 2 S: S: Qi by Oy

i=1 i=1 j=i+1

Indien alle veranderlijken 2 aan 2 onafhankelijk zijn,
vereenvoudigt deze betrekking tot

mn
9 2 9
Oy = E :aiai
i—1
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Correlatie

- ceppr ot e OXY
De correlatiecoéfficienp xy =

drukt uit In hoeverre er

_ _ Ox Oy
een lineair verband bestaat tusserenY .

Y =aX+b=— [

OXY aos a I a>0

PXYy —
Ox Oy Ox (]a\ UX) ]a\ —1 a<0

pxy = 0 <= X enY zijn ongecorreleerd
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