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Spectroscopische experimenten

Spectroscopisch experiment : molecule exciteren
en de elektromagnetische straling onderzoeken
die uitgezonden of doorgestuurd wordt.

Straling bevat bijdragen van elk van de vele
oscillatoren in het systeem.

Het verloop In de tijd van die straling kan een
zeer gecompliceerd gedrag vertonen.

Fluctuaties in de straling zijn zeer snel en dus
moeillijk te detecteren.

In plaats van het tijdsverloop wortet spectrunvan
de spectroscopische golf te onderzocht.

Daartoe :Fourier-analyse
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Fourier-reeksen : inleiding

Taylorreeks

(0)

7!

fx)=ay+ a1z +ayz*+ - meta; =

convergentie in een interval- R, R)
y = f(z) <= ao, a1, az, ...
afgebroken Taylorreeks is e@kale benadering

extra informatie af te lezen uit Taylorreeks :
wat de functiewaarde ia = 0 IS
of er een extremum isim = 0
of de functie even of oneven Is
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Fourier-reeksen

Fourier-reeksen steunen op gelijkaardige
principes als Taylorreeksen.

Twee grote verschillen :

benaderingen zijn niet lokaal (d.w.z. In een
punt) maaglobaal(d.w.z. In een interval).

de reeks zal niet geschreven worden in termen
van machten vam, maar in termen van
sInUSSen en cosinussen.
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Periodieke functies

f(x) is periodiekals def f) = R en er een positief
getalp bestaat waarvoor

flx+p) = f(z), Ve e R.

p . periodevan f(x)
27 /p . frequentievan f(x)
kleinstep : fundamentelg@eriode

immers :f(x+2p) = f(z+p) = f(p) =...

voorbeelden : sinus en cosinus, constante functie

Als f(x) eng(x) beide periode hebben, dan
heefth(x) = a f(x) + bg(x) eveneens periode
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Voorstelling van functies

1
iAWA AN f(x) =cos2max+=cosbmx
aaaaaaaaa f” \\// \ / \U/ \ 2
— in termen van de
L | onafhankelijke
\‘\ / /\\ f‘f \\ /'/\\ "/ e
YRY YAY veranderlijke

amplitude

INn termen van de op-
tredende frequenties

15 2 25 3
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Trigonometrische reeksen

cos =+ ensin == zijn periodieke functies met

periode2 L

We willen elk willekeurige periodieke functie
met periode2 L voorstellen als een
trigonometrische reeks

7T’I7JZL’)

f(CE‘)CLQ—F;(CLnCOSﬂ-Zx - b, Sin 7
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Formules van Euler
Bepaling van de Fourier-cafficienten

Zij f(x) periodiek met periode L en zij

m™TnI

f(x):aOJrnz;(ancoswzx - by, sin 7 )

Veronderstel dat de reeks convergeerifén) als som

heetft.
Vraag : wat zijna,, enb,, ?
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Bepaling vanay

if(a:) dx

L 00 L

/LaoderZan/Lcosﬂzxdx
n=1

—I—Zb/ sinﬂnxda:

Qa9 L +Zan0+2bno
n=1 n=1

1 L
Besluit :ag = —/ f(x) dz
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Bepaling van de coéfficiénten,,

L
/f(x)cos T e
L
)

L - L
/ TN dr + TN T X q
= aqaq [ cos €T E a, | cos COS €T
L L L
- L

+an/8m7rnxcos7r7zx dx

— a00+2an?+2bn?
n=1 n=1
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de optredende integralen

L' mnz mma 1 [ w(n+m)a
COS COS dr = - COS dz
7 L L 2) 1 L

1 [~ —
+§/Lcosw<n Lm):c dz

1 1
= =04+ =0m2L
2 +2

L' rmnz ama 1 (" an+m)z
sin COS dr = - sin dz
7 L L 2) 1 L

1 [t _
A g,
1 1

= 20420
SR
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Bepaling van de coéfficiénten,,

L
/f(x)cos T e
L
)

L - L
/ TN dr + TN T X q
= aqaq [ cos €T E a, | cos COS €T
L L L

50 L

+an/8m7rnxcos7r7zx dx

— a00+2an(5nmL+§:bnO:amL
n=1 n=1
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Bepaling van de coéfficiénten,,

Besluit :

1 (L
am:Z/Lf(x)cosﬂsz dz voorm =1, 2, ...
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Bepaling van de coéfficienten,,

L
/f(x)sinwmm dx
L
L
L - L
— ao/sinﬁ?x d$+2an/(:osﬂzxsinﬁqzx dx
T n=1 o7
- L

+an/sinﬂnxsinﬁzzm dx

— a00+2an?+2bn?
n=1 n=1
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de optredende integralen

L L
1
/ cosﬂnxsinﬂmx dr = —/ sinﬂ(nij)xdx

7 L L 2) 1 L
1 [t —
——/ sinﬁm m)xdx
2) 1 L
— 1O+10
9 2
L L
1 _
/ Sinﬂnxsinﬂmx dr = —/ Cosﬂ(n m)xdx
7 L L 2) 1 L
1 (L
__/ Cosﬂ(n+m)x i
2) 1 L
1 1
= —0,,,2L+-=0

2 2

Fourier-analyse — p. 15/100



Bepaling van de coéfficienten,,

L
/f(x)sinwmm dx
L
.y
L N L
— ao/sinﬁzm dx+§:1an/(:osﬂzxsinﬁqzx dx
—L .

50 L

+an/sinﬂnxsinﬁzzm dx

— aoO+ZanO+an(5nmL:me
— =1
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Bepaling van de coéfficienten,,

Besluit :

1 (L
by, = —/ f(x)sinﬂzlx dz voorm =1, 2, ...
L
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De formules van Euler

f(x) = ay+ ; (ancosﬂzx - b, sin

7TTLZE)

L

| L
apg = ﬁ/_Lf(x)dx

1 (L
Z/_Lf(x)cosﬂzxdx n=1,2, ...

=
S
|

o
3
|

1 L
Z/Lf(a:)sinﬂzxdaz n=1,2, ...
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Fourier-reeks

De bekomen getallen worden #eurier-coéfficienten
van f(z) genoemd. De trigonometrische reeks

0
. ( T™TNnx b g an)
a E a,, COS - b,, SIn
- L L 7
n=—

waarbij de coéfficiénten gegeven worden door de
formules van Euler, wordt deourier-reeks vatrf (z)

genoemd, tenminste op voorwaarde dat de
coéfficiénten bestaan en de reeks convergeert.
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Vierkante golf in [—x, 7]

f(z) —k als —7mT<x<0
x p—
! +k als O<aoz<
41 —
_3 Pi—2|Pi -Pi Pi 2Pi 3 Pi

Fo
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Vierkante golf in [—x, 7]

—k als —7m<2<0
+k als O<ax<m

(/i(—k) dx+/07r(k) dx) 0
0 — %(/i(—k)cesnzder/OW(k) Cosnxda:>
(a(-amnal]_ +Zemna)[) =0

+—(sinn x)
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Vierkante golf in [—x, 7]

—k als —7m<2<0
+k als O<ax<m

0 ™
b, = L(/ (—/{:)Sinnajdx+/ (k) Sinnxda:>
2T o 0
k 0k

fi(z) {

1 7T
= 5 (E(Cosnx) _WJFE(_ COSN ) 0)
2k 2k
= - — (1= (—1)"
2 (1~ cosmm) = 221 - (<1
] 0 neven
| % noneven
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Vierkante golf in [—x, 7]

fl(a:){_k als —Tt<z<0

+k als O<ax<m

Ak 1 1
fi(z) = = (sinz + -sin3z + —sinbz + - - -
T 3 5

f(3)-a-(-dod-)
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Convergentie

Is f(x) (stuksgewijs) continu if—L, L], dan
kunnen alle Fourier-coéfficienten berekend

worden.

Vraag : (voor welke waarden vat) Is de
bekomen Fourier-reeks convergent ?
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Stelling omtrent convergentie

Als een periodieke functi¢(x) met periode L
stuksgewijze continu is in het intervallL < x < L

en er bestaat een linkse en een rechtse afgeleide in el
punt in dit interval, dan convergeert de Fourier-reeks

van f(x).

De waarde van de Fourier-reeksimgelijk aanhet
gemiddelde van de linker- en rechterlimiet vAix).

Besluit : de waarde van de Fourier-reeks:iis gelijk
aanf(x), behalve in de punten wagrdiscontinu is.
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Vierkante golf in [—x, 7]

fi(z) = —k als —mr<x<0
W7 4k als 0<z<n
Fourier-reeks :

4k 1 1

7(81naz+§sin3x+5sin5$+---)

f1 Is discontinu int = 0 maar de Fourier-reeks is er 0,
want

0 = 5 (1 i) + i i)
x—0 x—0
— Skt k) =0

2
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Vierkante golf in |—2, 2]

f2(z)

0
=< k
0

O O O

S 2< x < —1
S —1 <z <+1
S +l < 2 < +2

—7

—5 —3

Fo
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Vierkante golf in |—2, 2]

)

0 als 2< 2 <—1
folx) =< k als —1< x <+1
0 a

S +l1l < x < +2

e 1 [
agy = 1/_2f(a:)da:21/_1kda:
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Vierkante golf in |—2, 2]

0 als —2< z <-1
folx) =< k als —1< x <+1
0 als +1 < o« <42

1]
a, = / f(x cos@dx— / k cos —= di
2 ) 4 2

. NTI
= ———8sln ——
2N 2 141

0 alsn even

Qk . nir 9L

— —— SN — = — aSn:1,5,9,...
N nn
—2k alsn =3,7,11,. ..

nim
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Vierkante golf in |—2, 2]

0 als —2< z <-1
folx) =< k als —1< x <+1
0 als +1 < o« <42

I 1 [
b, = —/ f(x)sin@dx:—/ ksin " da
2/, 2 2/, 2

k 2 nmx |l
— COS ——
2N T 2 -1

= Qvoorn=1,2,3,...
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Vierkante golf in |—2, 2]

)

0 als —2< z <-1
folx) =< k als —1< x <+1
0 als +1 < o« <42

0 alsn even

k
a =< a, = % alsn=1,5,9,...
—2 alsp =3,7,11,. ..
b, =0

— COS
2 T

f() k+2k T 1 37 1 ST
r) = —+— | CcCoOs—xr — — COoS T - X
. 27 37 9 5 9

Fourier-ana lyse —p. 31/100



Lineaire combinaties

De Fourier-coéfficiénten van de sofpn+ f, van twee
functies zijn gelijk aan de som van de
Fourier-coéfficienten van de corresponderende
functiesf; en fs.

De Fourier-coéfficiénten vanf, waarbijc een
constante voorstelt, zijn het product van de
Fourier-coéfficiénten var met de constante
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Vierkante golf in [—x, 7]

folz) = 0 als - m<z<0
N1 2k als O<z <

fa(x) = fi(z) +k

met

4k 1 1
filx) = — | sinz + - sin3x + —sinbzx + - - -
T 3 5

4k 1 1
fs(x) =k + — (Sinaz+§sin3x+gsin5x+...>
T
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Even en oneven functies

even functie :f (—z) = f(z),Vxr € R
y-as IS een as van symmetrie

L L
f even— / f(x) dxr = 2/ f(x) dz
—I 0

oneven functie f(—z) = —f(z),Vx € R
oorsprong is een punt van symmetrie

L
f oneven— / f(x) dz =0
—L

\\f/ fot—

w I
—X xT \ X
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Even en oneven functies
Het product van
even functies Is even,
oneven functies is eveneens even,
een even functie en een oneven functie Is oneven.
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Even en oneven functies

L
ag = %/LJF(ZC)CIC’j

T

1 (L
ap = Z/Lf(:c)cos dea: n=1,2,...

-

1 L
b, = Z/Lf(x)sin Zxdx n=1,2,...

In de Fourier-ontwikkeling van een even functie is
b,, = 0 en van een oneven functieds = a,, = 0.
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Even en oneven functies

Benamingen :

De Fourier-reeks van een even funcfig:) is een
cosinusreeks van Fourier

De Fourier-reeks van een oneven fungtie) is
eensinusreeks van Fourier
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Zaagtandgolf in [—m, 7]

flx)=ax4+m voor—m < x <7

2P

5P —3Pi -Pi Pi 3 Pi 5 Pi
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Zaagtandgolf in [—m, 7]

flx)=xz+m voor—m < x <7

f=g91+9 metg(z)=reng(x)=m
gy IS oneven, dug; = a,, = 0 en

2 [7 2 (7
b, = —/ g1 sin nx dx:—/ rsin nx dx
0 0

T T
2{{—3: Cosm:r 1/” }
= — + — cos nx dx
70 n 0 n 0
2 2
= —Zcosnm = (—1)""Z
n n

. | 1 .
gi(z) = 2(sinx — 581n2$—|—581n3$_...)
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Zaagtandgolf in [—m, 7]

f(ll?):erﬂ VOOr —m < x <

J =91+ g metgl(a:) = ajeng2(x) = T
gJo = T, dUSa():*]T,an:()enbn:O

1 1
f(a:) :7T—|—2(SiI1£E—§SiH2.CE‘—|—§Sin3gj_...)
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Partieelsommen

De NU€ partiéle sonvan de Fourier-reeks

= TN TN
ag + Z (an COS - b, sin )
— L L

wordt gedefinieerd als

N
na
a0+Z(ancosﬂZx | bnsinﬂL )

n=1
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Benaderingen van functies

Zl| fy de nae partiéle som van de Fourier-reeks van
f(x), dan kanfy beschouwd worden als een
benaderingoor f(x).

Vraag : hoe goed is de benadering vadoor fy
binnen de verzameling van functies van de vorm

N
F(x) :ozoJrnz:;(ozncoswzx | ﬁn,sinﬂzx)

m.a.w. : bestaat er andere functiéz) die voor
dezelfde vastévV een benadering zou kunnen
opleveren waarvoor de fout kleiner is ?
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Fout

Wat verstaan we onder de tefout (error) £
voor dergelijke globale benadering

over hetinterval—L, L] ?

Mogelijkheden :
maximale absolute fout :

E = max [f(z)— F(z)]

— L<x<L

totale kwadratische fout :
L
E= [(f(a) - F)) da

—L
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Totale kwadratische fout



Totale kwadratische fout

N
TN TN

F(aj):ozoJrZ(ozncos 7 - 3, sin 7 )

L
/ F(z)*der = LQ2aj+aj+...+a%y
+ 87+ .+ Y

L(2apag + aqar + ... + ayay

]
s
B
=
B
@
=
|

+ B1b1 + ... + Baby)
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Totale kwadratische fout

/f_

—2 L |2a9a0 + Z iy + (bn)

n=1

N
+L |25+ ) (ap +

Kiesa,, = a, eng, = b, :

:/if(x)de— 2a0+z

2 1 b?)
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Totale kwadratische fout

= L {Q(Ozo —ag)” + Z (an = an)” + (B — D)’ }

> 0

E—E*:O@Ozozao,&]\[:a]\],ﬁ]\]:b]\]
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Stelling

De totale kwadratische fout van een funclievoor
vasteV, ten opzichte van een functfe gedefinieerd

in het interval— L, | is minimaal als de coéfficiénten
van de trigonometrische reeksingelijk zijn aan de
Fourier-coéfficienten vai.
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Totale kwadratische fout

. i
EYy :/ f(x)*dr — L 2a0+z 24+ b2)
~I

N+1

/ f(x)? dx — L 2a0+z > 1 b2)

= L(a’N+1 + bN+1)
< E}i;

*
EN—I—l

Besluit : fy.; IS nooit slechter dary

anders gezegdde fout wordt kleiner naarmate het
aantal termen toeneemt
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Ongelijkheid van Bessel

. _
E]*V:/ f(x)*dr — L 2a0+z 24+ b2)
—L
Vermits &5, > 0 geldt
m%+§: 2 12 < /Qf

Bij convergentie geldtlim £ = 0, zodat

N —00

N
205+ (ap +b}) = /‘f
n=1
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Vierkante golf in |—2, 2]
VN ANA

1 \VaRV/

0.5 | 0.5
’. |
2/ - 1 \2 7\ VAR
1 2 T 1 9 3 5
5"’;(3087 54—; (COS%:E—I—COS 7;x%—cos QZC)
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Vierkante golf in |—2, 2]

JACWANAN I\I\Al\ﬁ
V VIV MR
|‘ "
0.5 0.5
e
| |
WA N A AN ‘\VI\VI\/\/\ I\/\I\vl\v/‘
Ea-ays S YL 7%

1 2 T Orxz\ 1 2 I 197«
—+—{cos— 4+ ...+ cos +— COS7—|—...—|—COS 5
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Vierkante golf in |—2, 2]

E E
0.189
0.099
0.067
0.050
0.040
11| 0.034
13| 0.029 005

0.15

0.10

© N Ul W k=

39| 0.010 10 20 30 40
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Driehoeksfunctie in |—m, 7]

T+x als—7m<x <0
mT—x alsO <x <7

fe) =

Pi

—3T Pl —2‘ Pl -pl F5| 2 ‘Pl 3T P| Fourier-analyse — p. 54/100



Driehoeksfunctie in|—, 7|

T+x als—7m<x <0
mT—x alsO <x <7

f() 7T_|_4 COST COS3T COSHZX
xr) = — — | | =L
2 12 32 52
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Driehoeksfunctie in|—, 7|

E

© N U1 W k=

11

39

0.07475
0.01188
0.00373
0.00161
0.00083
0.00048
0.00031

0.0001

0.0008

0.0005

0.003-

E

10

20

30

40
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Niet-periodieke functies

Fourier-reeksen leveren per definitie periodieke
functies.

Vraag : wat met niet-periodieke functies ?

Beschouw een niet periodieke functie als de limiet
van een periodieke functie waarbij de peridde
oneindig groot wordt.
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Vierkante golf in |—L, L]

0 als —L<x<—1
fro(x) =< 1 als —1 <z < +1
0 als +1 <z < 4L

als|z| <1

flz) = fim fr(z) { als|x| > 1
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De exponentiéle functie

eIl als|z| < L
0 als|z| > L

fr(x) =

f(z) = lim fi(z)=e

L—o0
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De Fourier-integraal

Z\] fr periodiek met periode L en stehv,, = 2% .

L
/fL

+— Z {COS wnaj/ fr(v) cos w,v dv

-+ sin wnx/ fr(v) sinw,v v
L

:1_Aw
L 7
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De Fourier-integraal

1mm>=1m—/fL

L—00 L—>002L
L
+;[}£1;OZ (coswn:c)/fL(v) cos w,v dv
L

+(Sinwnx)/fL(v) sin w,v v | Aw

—L
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De Fourier-integraal

Stel
f(x) = lim f;(x) dx bestaat

L—o0

INCES-:

danhm—/ fr(v)dv =20

L—oo 21,
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De Fourier-integraal

lim fr(z) = 11m—/ fr(v

L—o0 L—oo 2L
L
+; LIEI;O; (cos wnx){ fr(v) coswy,v dvu
L
+(Sinwnx)/fL(v) sin w,v v | Aw
L

flx) = l/OO lcoswx/oo f(v) coswv dv
T Jo

+ sin wx/ f(v) sinww dv] dw

Fourier-ana lyse — p. 63/100



De Fourier-integraal

flz) = —/Ooo[coswx/:f(v)coswv do

N———
A(w)

+ sin wm/ f(v) sin wv dv} dw

N—— —
B(w)

f(x) = /OOO[A(w) coswx + B(w) sinwzx| dw
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Stelling

Is f(z) een stuksgewijze continue functie in elk eindig
deelinterval die in elk punt een linkse en een rechtse
afgeleide bezit en die eveneens absoluut integreerbaa
IS, dan kan deze voorgesteld worden door een
Fourier-integraal. In een punt waar de functie
discontinu Is, zal de waarde van de Fourier-integraal
gelik zijn aan de gemiddelde waarde van de linker-

en de rechterlimieten vafix) in dat punt.
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Rechthoekige puls

f(:z:){ 1 als|z| <1

0 als|x| >1

00 1
Alw) = %/ f(v)coswvdv:%/ cos wv dv

1

. 1 .
S1n Wu 2 SIn w

W |4 TW

1 [l
B(w) = —/ sin wv dv = 0
T J-1
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Rechthoekige puls

[ 1 als|z| <1
f(x){() als|z| > 1
A(w):Qsmw B(w) = 0

TWw

f(x) = /OOO[A(w) coswx + B(w) sin wzx] dw

2 [ coswzxsinw
= — dw
T 0 w
- . 5 alsO <z <1
COS W Sin w 2
/ dw = i alsr =1
W
0 0 alsr > 1
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Fourier-integraal

/ ) coswx + B(w) sinwz| dw
0

A(w):%/f(v)coswv dv B(w):%/f(v)sinwv dv

1 oo SO
flx) = — / / f(v)[cos wv cos wx 4 sinwv sinwzx| dv dw
7
0 —oo

_ % / / £(0) cos(wz — wo) dv- o

0 | — OO
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Fourier-integraal

flx) = %/OOO -7Of(v)cos(wa:wv) dv- dw
_ %/Ooop_(w) o |
- L ZF(w)der%/(:G(w)dw

F(w) = /OO f(v) cos(wxr —wv) dv even

Q
g
||

/ f(v)sin(wx —wv) dv  oneven
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Fourier-integraal

fo) = % Flw) dw+% / G(w) du

F(w) = / f(v) cos(wxr —wv) dv even

met <

G(w) = / f(v)sin(wzr —wv) dv  oneven

\

oo

7 / F(v)(cos(wz — wv) + i sin(wz — wv)) dv dw

— 0 =&

1

2

fx) =
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Fourier-integraal

) = % 7 ]O F(v)(cos(w — wv) + isin(wz — wo)) dv

e = cost 47 sint mett = wxr — wv

flx) = % /Z /Z f(v)e™=Y) dy dw
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De Fourier-transformatie
f(x) = % /OO /OO f(v)e™=Y) dy dw

= e ok [ o] o
f@) = o= [ fwe du

f) = == [ e
= \/%_ﬂ/(: f(x)e ™ dx



De Fourier-transformatie

1 g TWxT
flz) = \/—2_7T/oo fw)e™ dw
¢ 1 ~ — WX
flw) = \/—2—me f(x)e ™™ dz

f(w) . de Fourier-getransformeerde vA(r)

Fourier-analyse — p. 73/100



Existentiestelling

Is f(x) gedefinieerd voor alle € R enis

f(x) stuksgewi

ze contintn elk eindig interval.

f(x) absoluut integreerbaawer allex, m.a.w de

integraal

NG

bestaat en Is eindig,

dan bestaat de Fourier-getransformeeftie) van

f(z).
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De constante functie

fi(z)

)
L alsO <z <a

0 elders

\

k

Fo
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De constante functie

f E alsO<z<a
Ji(x) = <

0 elders

\

, . |
filw) = F(hl@) = —= / f(2)e " d
1 ’ —1Wx
N
k e—iw:c

V2T —lWw

k (6“"“ — 1)
V2T — W
k(1 — e aw)

W\ 2T

a

0
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De constante functie .a = 1

E O0<x<a k(1_e—iW)
F(fi(z)) = —
0 elders 1w 2T

W Yo -0.2

deel Imaginair deel
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De constante functie :a = 2

E O<x<a k(1 — etaw)
F(fi(z)) = —
0 elders LW/ 27
deel Imaginair deel
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De Gaussiaan

fo(z) =€ meta > 0
1 1
0.5- 5-
3 '3 -3 O 3
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De Gaussiaan

2

fo(z) =€ meta > 0
f(e_“x2) = \/LQ_T(/ f(x)e ™" do

—CLQT —lwx dSC

7L

aw_|_ 21\0/:3)2_'_( 7,'\1/06)2 dx
V2T /

L 22 [T —(aw+ g%y
= € 4a (& 2va d,fC

V2T 00
1 T ]. w2 i 2
— e 1o,/ — = ¢ dawant eV dv=+/7
\V/ 2T \/; \V/ 2a /oo \/7
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De Gaussiaan .a = 1

1

0.5

W
w
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De Gaussliaan :a = 2

1

0.5

0[25
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Eigenschappen

De Fourier-getransformeerde van een reéle
functie Is over het algemeen een complexe
functie. De Fourier-getransformeerde van een

complexe functief (x) is over het algemeen een
complexe functie.

Definities : zijnx eny € R, dan
fisevenalsf(z +iy) = f(—z —iy)
fisonevenal§(z +iy) = —f(—x —iy)

De Fourier-getransformeerde van een even
functie Is even en de Fourier-getransformeerde
van een oneven functie Is oneven.

De pieken in de Fourier-getransformeerde
worden smaller alg (z) breder wordt.
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Eigenschappen
IS g(w) = f(z —b), dan isF(g(x)) = e F(f(x))

o) = —= [ e ds

= \/%_W/Zf(x— b) e~"* dx
- =] s

= e [ ey
= e E(f()



Stelling

De waarde van de Fourier-getransformeef@e) in w = 0 is,
op een factok/2 7 na, gelik aan de oppervilakte onder de functie

flz).

v
g
|

\/%/(: f(x)e ™ do
— f(0) = \/%/Zf(x)eioxdx:\/%/(:f(m) dx

Toepassing : als jé(w) wijzigt maar dan wel op zo’n manier dat
f(O) ongewijzigd blijft, dan verandert ook de oppervilakte onder
de curvef(x) niet.
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Stelling

De Fourier-transformatie is edineaireoperatie : alsf(z) en
g(x) twee functies zijn waarvan de Fourier-getransformeerden
bestaan en als enb constanten zijn, dan geldt dat

Flaf(x) +bg(x)) = aF(f(x)) + bF(g(x)) .

Flof (@) +bo(@) = —= / 2) + bg(z))e ™ da
= a\/%/ fx)e ™ dx
+bﬁ e dy

= aF(f(x))+ b.7: (x))
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Stelling

Stel datf(z) een continue functie is waarvogfz) — 0 als
x| — o0, en stel bovendien dgt(x) absoluut integreerbaar is
overR, dan geldt dat

F(f(2) = iwF(f(x)).

F(P@) = o= [ fled
1

= { flz)e ™" — (—iw) / Z f(z)e ™® d:z:}

= 04+1twF(f(x))

Gevolg : 7(f”(z)) = —w*F(f(x))
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Voorbeeld

Fourier-ana lyse — p. 88/100



Convolutie

De convolutief ® g van twee functies eng Is

W) = (f © g)(z) — / " Fp)glz —p) dp

/ f(z—p)g(p) dp
Hierin is

f de input

g een gewichtsfunctie

h de output
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Voorbeeld

1 alsO<z<1 2

filx) = { fs(x) =xe™®

0 elders

=
X

&

8
|

/OO fi(p) f3(x —p) dp

— / (z — p) exp(—(z — p)?) dp

0

- _%/0 exp(—(z — p)*)d(z — p)*
= Stexp(——p)|

1

= 5 (exp(—(z = 1)) — exp(~2?))
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Voorbeeld

1 alsO<z<1

2
filx) = )
0 elders
1
0.4
0.5+
-5 0 5
5 0 5
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Convolutiestelling

Zijn f(x) eng(x) stuksgewijs continenabsoluut-integreerbaar
overR, dan s

F(f ®g) =vV2rF(f)F(g)

F(foga) = —= [ [ st —pe dp
= \/%/oo/oofpgx—p)emdxdp

= 7 / f(p)e™™* dp / OOQ(Q)G_M dg
= V2rF(f)F(9)
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Voorbeeld

(1 ® f3)(x) = 5 exp(~(z — 1)) — exp(~)

F((fi® f3)(w))

1 1
exp(—-w”)(exp(—1w) — 1

5 exp(— qu)exp(—iw) 1)

/_271'1 - exp(—iw) —i wexp(—sw?)
TwN2T 22

\/%f(fl(iﬁ))]:(fs(x))




Opmerking

FUF(feg(@) = FHV2rF(f(2))F(9(x)))
(f@g)() = V2rF U (F(f(2)F(9(x)))

- 277\/% :O f(w)g(w) ™ dw
+oo '
= f(w)glw) e™ duw

— 00



Discrete Fourier-transformatie

Computeralgoritme vereist eelnscrete versi®an de
Fourier-transformatie.

Discrete Fourier Transforof DFT

input X = [zo, 21, ..., Tp_1]"

outputY = DFT(X) = [yo, Y1, - - ., Yn_1]"

n—1
_ mk _
ym—g Tp W, m=20,...,n—1
k=0
2T 27 -
W, = COS — — § §in — = g~ 27/n
n n

n __
wy =1
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DFT metn =4
(o (1 1 1 1\ [a)

U1 1 w w? W T1
(% B 1 w? wt W To
\w ) N1 oW )\
metw =e 7 = —j
[z ) (11 1 1\ [w)
T1 1 1 wt w? w? U1
T B 4 1 w2 w?* W s

Nz ) LW e W )y
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DFT

Y =FX en X:lF*Y
n

met F' een complexe, symmetrische, Vandermonde-matrix

n—1
ym:E ka;’fk, m=20,...,n—1
k=0

n—1
1 k
:1:——5 m W k=0,...,n—1
' nm:Oy '
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Toepassingen van DFT

Signaalverwerking
herkennen van periodes of cycli

digitale filtering (wegwerken ruis, eliminatie ongewenste
periodiciteiten,. . .)
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Implementatie

Het succes van de DFT is er echter maar gekomen nadat er eer
heel efficiénte, m.a.w. snelle, implementati®({ logn))
mogelijk werd.

Fast Fourier Transforpafgekort totFFT

Cooley en Tukey, 1965
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Wegwerken van ruis

Signaal (met twee frequenties) zonder ruis Signaal verstoord met random ruis (met gemiddelde 0) Frequencie inhoud van de fourier-getransformeerde
T T T T T T T T T T T T T T T T T
250 T
150 -
! 1 2 2000 —
05 11 1
150 T
or 1 0 o
051 1 -1f 4 100f R
b 1 4
501 T
-15F 1 -3t —
\ \ s \ \ \ \ \ s \ \ \ \ \ s \ \ \ \ L\xmmum IOV TNV NIV OO PO ST YW
50 100

I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0.45 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0

150 200 250 300 350 400 450 500
tijd (seconden) tijd (seconden) frequentie (Hz)
Frequentie inhoud na filtering Invers-fourier getransformeerde van gefilterd verstoord signaal
T T T T T T T T T T
250 B
1k i
200 4
05 1
150+ 1 oL |
1001 1 -ost 1
501 1 At J
0 Ll’\/\/\/\A\ L L L L L L L I I I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0.45 05
frequentie (Hz) tijd (seconden)
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